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円周率π、自然対数の底e、 2などの有名なものから、あまり知られて
いないめずらしいものまで、数学の定数約960を網羅して解説。定数
がどのように誕生し、なぜ重要なのか、すべての有意義な定数を体系
的に説明し、項目ごとに詳細な文献リストをまとめてある。
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1.7 カタランの定数，

Catalan（カタラン）の定数 は

＝∑ (－1)
(2＋1)

＝0.9159655941…

で定義される．我々はアペリの定数【1.6】とともに議論を進めていくことにする．この

2つを比較していくことは，充分意味のあることである．まず，Dirichlet（ディリク

レ）のベータ関数

β()＝∑ (－1)
(2＋1)

， ＞0

（mod4の非単位指標についてのDirichletのL関数としても引用される）について調

べてみる． ＝β(2)であることに注意する．

ベータ関数は の値が正の奇数のところでは正確に数値を求めることができ，

β(2＋1)＝
(－1)
2(2)!

π
2

である［1-3］．ここで，｛ ｝はオイラー（Euler）数【1.7.1】である．たとえば，

β(1)＝
π
4
， β(3)＝

π
32
， β(5)＝

5π
1536

である．ゼータ関数【1.6】と同様に，β()は関数等式

β(1－ )＝
2
π
sin

π
2
Γ()β()

によって全複素数平面に解析接続される［4-6］．ここで，Γ()＝(－1)!はガンマ関数

【1.5.4】である．ディリクレの関数はリーマンの関数とは異なり，すべての点で定義さ

れ，特異点はもたない．素数定理との関係は式

β()＝
素

≡1mod4
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≡3mod4
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によって最もよく要約されている［7］．項の整理は絶対収束であることが保証してくれ

る．これと密接に関係する関数に

λ()＝∑ 1
(2＋1)

＝ 1－
1
2
ζ()， ＞1

がある［8-10］．たとえば，
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1.1178641511… ゴー-シュムツ定数，ゴロム-ディックマンに関連【5.4】

1.1180339887… 5/2，シュタイニッツ定数の1つ【3.13】

1.128057… 浸透集積密度定数の1つ【5.18】

1.1289822228… オッターの木数え上げ定数に関連【5.6】

1.13198824… ヴィスワナスの定数，黄金比に関連【1.2】

1.1365599187… オッターの木数え上げ定数に関連【5.6】

1.1373387363… デジタル検索木定数の1つ【5.14】

1.1481508398… ポーターの定数に関連【2.18】

1.1504807723… ゴールドバッハ-ヴィノグラドフ定数，ハーディ-リトルウッド定

数に関連【2.1】

1.1530805616… ランダウ-ラマヌジャン定数に関連【2.3】

1.1563081248… ポリヤの酔歩定数の1つ【5.9】

1.1574198038… オッターの木数え上げ定数に関連【5.6】

1.1575… 自己回避歩行定数の1つ【5.10】

1.1587284730… 放牧山羊定数，円による被覆定数に関連【8.2】

1.159… 自己回避歩行定数の1つ【5.10】

1.1662436161… 4 /π，レンツ-イジング定数に関連【5.22】

1.1762808182… サレム定数【2.30】

1.177043… 自己回避歩行定数の1つ【5.10】

1.1789797444… 2 /π，ウィルブラハム-ギッブス定数に関連【4.1】

1.1803405990… ，オイラー-マスケロニの定数に関連【1.5.4】

1.1865691104… π/(12ln(2))，レヴィ定数【1.8】

1.1874523511… フォイアズの定数，グロスマンの定数に関連【6.4】

1.1981402347… ，ガウスのレムニスケート定数【6.1】

1.1996786402… ラプラス極限定数に関連【4.8】

1.2013035599… ローザーの定数，ハーディ-リトルウッド定数に関連【2.1】

1.2020569031… ζ(3)，アペリの定数【1.6】

1.205… 自己回避歩行定数の1つ【5.10】

1.2087177032… バクスターの定数，リーブの正方形氷定数に関連【5.24】

1.2160045618… オッターの木数え上げ定数の1つ【5.6】

1.21667… 自己回避歩行定数の1つ【5.10】

1.2241663491… オッターの木数え上げ定数の1つ【5.6】

1.2267420107… フィボナッチ数の積定数，黄金比に関連【1.2】

1.2368398446… フェラーの硬貨投げ定数の1つ【5.11】

1.238… レンツ-イジング定数に関連【5.22】

1.2394671218… ポリヤの酔歩定数の1つ【5.9】

1.257… プルーエ-トゥエ-モース定数に関連【6.8】

1.2577468869… アラディ-グリンステッド【2.9】，ヒンチン-レヴィ【1.8】に関連

1.2599210498… 2，ピタゴラスの定数に関連【1.1】

1.2610704868… 二分検索木定数に関連【5.13】

1.2615225101… 双曲的体積定数に関連【8.9】

1.2640847353… 2次再帰定数の1つ【6.10】
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１章  有名な定数
1.1  ピタゴラスの定数， 2
1.2  黄金比，ψ
1.3  自然対数の底，e
1.4  アルキメデスの定数，π
1.5  オイラー‐マスケロニの定数，γ
1.6  アペリの定数，ζ(3)
1.7  カタランの定数，Ｇ
1.8  ヒンチン‐レヴィ定数
1.9  ファイゲンバウム‐クーレ‐トレサー定数
1.10  マデラングの定数
1.11  チャイティンの定数

２章  数論に関する定数
2.1  ハーディ‐リトルウッド定数
2.2  マイセル‐メルテンス定数
2.3  ランダウ‐ラマヌジャン定数
2.4  アルティン定数
2.5  ハフナー‐サルナック‐マッカレー定数
2.6  ニーヴェン定数
2.7  オイラーの約数関数
2.8  ペル‐スティーヴンハーゲン定数
2.9  アラディ‐グリンステッド定数
2.10  シェルピンスキー定数
2.11  過剰数の密度定数
2.12  リンニク定数
2.13  ミル定数
2.14  ブルン定数
2.15  グレイシャー‐キンケリン定数
2.16  ストラルスキ‐ハルボルス定数
2.17  ガウス‐クズミン‐ヴィルジング定数
2.18  ポーター‐ヘンズリー定数
2.19  ヴァレー定数
2.20  エルデーシュの逆数和定数
2.21  スティルチェス定数
2.22  リューヴィル‐ロス定数
2.23  ディオファンタス近似定数
2.24  自己数密度定数
2.25  カメロンの無和集合定数
2.26  無三重集合定数
2.27  エルデーシュ‐レーベンソールド定数
2.28  エルデーシュの和違い集合定数
2.29  高速行列乗法の定数
2.30  ピゾー‐ヴィジャヤラハヴァン‐サーレム定数
2.31  フレイマンの定数
2.32  ド・ブルイン‐ニューマン定数
2.33  ホール‐モンゴメリー定数

３章  解析学の不等式に関する定数
3.1  シャピロ‐ドリンフェルドの定数
3.2  カールソン‐レヴィンの定数

3.3  ランダウ‐コルモゴロフの定数
3.4  ヒルベルト定数
3.5  コプソン‐ド・ブルイン定数
3.6  ソボレフの等周定数
3.7  コーン定数
3.8  ウィットニー‐ミクリンの拡張定数
3.9  ゾロタリョーフ‐シュア定数
3.10  クネーザー‐マーラー多項式定数
3.11  グロタンディークの定数
3.12  デュボア・レイモン定数
3.13  シュタイニッツ定数
3.14  ヤング‐フェイエール‐ジャクソン定数
3.15  ファン・デル・コルプト定数
3.16  トゥラーンの指数和定数

４章  関数の近似に関する定数
4.1  ギッブス‐ウィルブラハム定数
4.2  ルベーグ定数
4.3  アキェゼル‐クレイン‐ファヴァール定数
4.4  ベルンシュテイン定数
4.5  「1/9」予想の定数
4.6  フランセン‐ロビンソン定数
4.7  ベリー‐エッセン定数
4.8  ラプラス限界定数
4.9  整係数チェビシェフ定数

５章  離散構造数え上げに関する定数
5.1  アーベル群数え上げに関する定数
5.2  ピタゴラス３数定数
5.3  レーニィの駐車定数
5.4  ゴロム‐ディックマン定数
5.5  カルマールの合成定数
5.6  オッターの木の数え上げ定数
5.7  レンジェル定数
5.8  竹内‐プレルバーグ定数
5.9  ポリヤの酔歩定数
5.10  自己回避歩行定数
5.11  フェラーの硬貨投げ定数
5.12  強正方形エントロピー定数
5.13  ２分検索木定数
5.14  デジタル検索木定数
5.15  最適停止定数
5.16  極値定数
5.17  パターンをもたない語の定数
5.18  浸透のクラスター密度定数
5.19  クラナーのポリオミノ定数
5.20  最長部分数列の定数
5.21  k‐充足可能の定数
5.22  レンツ‐イジング定数
5.23  モノマー・ダイマー定数
5.24  リーブの正方氷定数
5.25  タット‐ベラハ定数

６章  関数の反復に関する定数
6.1  ガウスのレムニスケート定数
6.2  オイラー‐ゴンパーツ定数
6.3  ケプラー‐ボウカンプ定数
6.4  グロスマンの定数
6.5  プルーフェの定数
6.6  レーマーの定数
6.7  カーエンの定数
6.8  プルーエ‐トゥエ‐モース定数
6.9  ミンコフスキー‐バウアーの定数
6.10  ２次数列の定数
6.11  反復指数の定数
6.12  コンウェイの定数

７章  複素解析に関する定数
7.1  ブロック‐ランダウ定数
7.2  マサー‐グラメイン定数
7.3  ホイッタカー‐ゴンチャロフ定数
7.4  ジョン定数
7.5  ヘイマン定数
7.6  リトルウッド‐クルニー‐ポメレンケ定数
7.7  リース‐コルモゴロフ定数
7.8  グレッチュ環状領域定数

８章  幾何学に関する定数
8.1  幾何確率定数
8.2  円による被覆定数
8.3  普遍被覆定数
8.4  モザーのミミズ定数
8.5  巡回セールスマン定数
8.6  シュタイナー木定数
8.7  エルミートの定数
8.8  タムスの定数
8.9  双曲的体積定数
8.10  ルーロー三角形定数
8.11  光探知定数
8.12  ソファー移動定数
8.13  カラビの三角形定数
8.14  デヴィッチの４次元立方体定数
8.15  グラハムの六角形定数
8.16  ハイルブロンの三角形定数
8.17  掛谷‐ベシコヴィッチ定数
8.18  直線的交点定数
8.19  外半径‐内半径定数
8.20  アポロニウス充填定数
8.21  出会い定数
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ることにも注意せよ．これは，このような長さの最大値である．だから，最長ローパス

（longest rho-path）を ()＝4と定義する．明らかに，前の例に対して， (ϕ)＝1

と (ϕ)＝5である．任意の 写像ϕに対して［61］，

lim
E((ϕ))

＝ 2πln(2)＝1.7374623212…

lim
E( (ϕ))

＝
π
2

(1－ ) ＝2.4149010237…

である．ただし，

()＝ 1－exp
－2
－1

である．

写像ϕに関連する他の量は，最大木（largest tree） (ϕ)である．ϕの各サイクル

における各頂点は，一意の極大木（maximal tree）の根（root）である【5.6】．頂点が

最大数の木を選ぶ．この数を (ϕ)とする．2つの例に対して，明らかに， (ϕ)＝2

と ()＝6である．任意の 写像ϕに対して［12,61］，

ν＝lim
E( (ϕ))

＝2 ［1－(1－ ()) ］ ＝0.4834983471…

lim
Var( (ϕ))

＝
8
3
［1－(1－ ()) ］ －ν＝0.0494698522…

である．ただし，

()＝
－1

2π
＝1－

1

π
exp(－ )－erf( )

であり，erf()は誤差関数である【4.6】．Gourdon［63］は，前の2つの定数を生む硬貨

投げゲームの解析について調べた．

最後に，写像の連結成分の構造を調べる．サイクルとして写像に関係する成分は置換

と関連するので，ある意味で，全サイクルになる．2つの例に対して，数え上げ関数

（counting function）は，β(ϕ)＝1，β(ϕ)＝1であるが，β(ϕ)＝2である．類似した

興味ある対象には，より詳細なものがある．（連結）成分の総数∑ βは，どちらの

場合も2に等しい．ϕをランダムに選ぶ．このとき［64-67］，

図5.1 ()＝ ＋2mod20の関数グラフ（functional
 

graph）は2つの成分（component）をもつ．各々は長さ2の
閉路（cycle）をもつ．
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