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付録 1 標本平均の期待値と分散 
 
 変量 X の母平均が 𝜇，母分散が 𝜎2のとき，標本平均 𝑋 ����の期待値は 𝜇，分散は 𝜎2/𝑛 に

なる．この性質は以下のように，期待値と分散の加法性を使って示せる． 
 期待値については，以下の加法性が成立する． 
 𝐸(𝑋 + 𝑌) = 𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌) 
分散については，変数 X と Y が独立な場合は加法性が成立する【⇒下記補足】． 
 𝑉(𝑋 + 𝑌) = 𝑉(𝑋) + 𝑉(𝑌) 
上記の期待値と分散の加法性から，𝑋1,𝑋2, … ,𝑋𝑛が独立な場合，標本平均 𝑋� の期待値

と分散について，次の関係が導ける． 

 E(𝑋�)= E�𝑋1+𝑋2+⋯+𝑋𝑛
𝑛

� = 
1
𝑛

{E(𝑋1)+ E(𝑋2)+…+E(𝑋𝑛)} 

  = 1𝑛�𝜇 + 𝜇＋⋯  + 𝜇� = 𝜇 

 V(𝑋�) = V�𝑋1+𝑋2+⋯+𝑋𝑛
𝑛

� = 
1
𝑛2

{V(𝑋1)+ V(𝑋2)+…+V(𝑋𝑛)}  

    = 1
𝑛2

(𝜎2 + 𝜎2＋⋯  + 𝜎2) = 𝜎2

𝑛
 

 
【補足】分散の和の期待値（『独習統計学 24 講』より転載） 

 変量 x，y が独立のとき，x＋y の分散はそれぞれの分散の和になる． 

   V(x＋y) ＝ V(x)＋V(y) 

証明はやさしいので，以下を見る前に自分でも考えてみよう．なお，𝜇𝑥,𝜇𝑦 は変量 x，

y の期待値とする． 

   V(x＋y) ＝ E{((x＋y)－(𝜇𝑥 + 𝜇𝑦))2} 

       ＝E{((x－𝜇𝑥)＋(y－𝜇𝑦))2} 

       ＝E{(x－𝜇𝑦)2＋2(x－𝜇𝑥)(y－𝜇𝑦)＋(y－𝜇𝑦)2} 

       ＝E{(x－𝜇𝑦)2}＋2・E{(x－𝜇𝑥)(y－𝜇𝑦)}＋E{(y－𝜇𝑦)2} 

       ＝V(x)＋2・E{(x－𝜇𝑥)(y－𝜇𝑦)}＋V(y) 

ところで x，y は独立なので 

   E{(x－𝜇𝑥)(y－𝜇𝑦)}＝E(x－𝜇𝑥)×E(y－𝜇𝑦)＝0×0＝0 

よって 

   V(x＋y)＝V(x)＋V(y) 
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付録 2 2 次元の正規分布と相関係数 ρの関係（中級） 

 
 本文では，相関係数を基準化した共分散としてとらえたが，相関係数は 2 変量の正

規分布の母数としても定義できる．連続変量が 1 個の場合，その分布は標本であれば

ヒストグラム，母集団であれば確率密度関数で表すことができた．例えば，第 3 講の

図 3.1 左は身長の度数分布，図 3.1 右は確率密度関数の例で，1 変量の場合，確率密度

関数は曲線として表せた．変量が 2 個の場合は，変量の値の組(Xk, Yk)に対して z 軸にそ

の頻度を描けば度数分布や確率密度関数を面として表すことができる． 

 正規分布の場合の実際の確率密度関数の形を見ておこう．単変量の場合，平均 μ，分

散 σ2の正規分布 N(μ, σ2)の確率密度関数は，                   

 
2

2
1 ( )( ) exp( )

22
xf x µ
σpσ
−

= −       (A2.1) 

だった．2 変量の場合，相関がなく， 

 𝑥~𝑁(𝜇𝑥,𝜎𝑥2),𝑦~𝑁�𝜇𝑦,𝜎𝑦2� 

のとき，同時確率密度関数 f(x, y)は x，y それぞれの確率密度関数の積で表せる． 

 f(x, y) = fx(x)×fy(y)  
2 22 2

2 2 2 2

( ) ( )1 ( ) 1 1 ( )exp( ) exp( ) exp( )
2 2 2 2 22 2

y yx x

x y x y x yx y

x yx xµ µµ µ
σ σ pσ σ σ σpσ pσ

− −− −
= − × − = − −

それに対して，相関がある場合は，同時確率密度関数は以下のようになる： 

22

2 2 22

2 ( )( ) ( )1 1 ( )( , ) exp( [ ])
2(1 )2 1

x y yx

x x y yx y

x y yxf x y
ρ µ µ µµ

ρ σ σ σ σpσ σ ρ

− − −−
= − − +

−−
 

                                                                 (A2.2) 

この式中の ρ が相関係数であり，ρ=0 のときは相関がない場合の確率密度関数と一致

する． 

 式だけでは分布がどうなっているかわかりにくいので，f(x, y) をグラフに描いてみる

と，図 A2.1 のように 1 峰性の曲面になる．図 A2.1 左は相関がまったくない場合，右

図は相関がある場合（ρ=0.6）である．このように，相関係数 ρは 2 次元の正規分布で，

2 つの変量がどれくらい関連が強いかを表す母数としても定義できる． 
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【補足】同時確率密度関数と確率の計算 

 連続変量の確率の計算について考える．1 変量の場合，ヒストグラムの下の面積が 1

になるように図を描けば，標本の大きさが無限大になった場合として確率密度関数が

自然に導入できた．2 変量の場合は，度数分布曲面の下の体積が 1 になるようにすれば，

自然に確率密度曲面が得られる．同時確率密度関数はこの曲面を数式で表したもので，

2 変量のある範囲に対する曲面下の体積が，2 変量がその範囲にある確率を表す． 

 以上の関係を式で書くと，1 変数の場合，確率密度関数を f(x) とすると 

 Pr(a ≤ x ≤ b) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑏
𝑎  

だったが（⇔曲線下の面積の計算），2 変数の分布の場合は，ある領域の確率は同時確

率密度関数を二重に積分することで計算できる（⇔曲面下の体積の計算）． 

 Pr (a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d) = ∫ ∫ 𝑓(𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑏
𝑎

𝑑
𝑐  

 

 

 

図 A2.1 2 変量の正規分布の確率密度関数（左：𝜌 = 0，右：𝜌 = 0.6） 
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付録 3 F 分布：2 つの分散の比の分布 

 

 2 つの群 A，B の平均値が等しいかどうかを調べたいことがよくあるように，2 つの

群の分散を比較したいこともよくある．A 群，B 群とも標準正規分布をしており，そ

こから抽出した標本の大きさが n，m，(6.2)式で定義した χ2をそれぞれ χA
2，χB

2とした

とき， 

 F0＝(χA
2／n)／(χB

2／m) 

についてまず考えてみよう．Ａ群の観測値を x1，x2，x3，…， xn ，B 群の観測値を y1，

y2，y3，…，ymとすれば，F は 

𝐹0 =
𝑥12 + 𝑥22 + ⋯+ 𝑥𝑛2

𝑛
𝑦12 + 𝑦22 +⋯+ 𝑦𝑚2

𝑚

                                                                        (A3.1) 

と書き下せる．母平均=0 なので，xk
2，yk

2は偏差の二乗でもある．また，両群の母分散

は等しいので，分母と分子の比 F0は 1 に近いことが予想されるが，単純に特定の分布

にはならず，n，m の値によって形が少しずつ異なり， 

 自由度 n，m の F 分布 

と呼ばれる，図 A3.1 のような右下がりまたは単峰性の分布になる． 

 A 群，B 群が標準正規分布でなく一般の正規分布𝑁(𝜇𝑥,𝜎𝑥2) ，𝑁�𝜇𝑦,𝜎𝑦2�に従う場合

は，基準化 

   𝑧𝑘 =
𝑥𝑘 − 𝜇𝑥
𝜎𝑥

，𝑤𝑘 =
𝑦𝑘 − 𝜇𝑦
𝜎𝑦

 

を行えば zk，wk は標準正規分布に従うので，zk，wk を使って F0 の式(A3.1)の形は書け

る．しかし，母平均 (μx, μy) も母分散 (σx, σy) もふつうは未知なので，残念ながらこの

ままでは F0の値は計算できない（式は書けるが，未知の母数が 4 個もある！）． 

 そこで，母分散の推定のときと同じように，χA
2，χB

2を Sxx /σx
2，Syy /σy

2で置き換えて

みよう（Sxx，Syyは測定値の偏差の二乗和）．さらに，Sxx /σx
2，Syy /σy

2は，それぞれ自由

度は(𝑛 − 1)，(𝑚− 1)の χ2分布をするので【⇒第 6 講 e 節】，(𝑛 − 1)，(𝑚− 1)で割っ

てその比をとると，以下のような統計量が得られる． 

     𝐹 = (𝑆𝑥𝑥/𝜎𝑥2

(𝑛−1)
)/(𝑆𝑦𝑦/𝜎𝑦2

(𝑚−1)
) = (𝑆𝑥𝑥/(𝑛−1)

𝜎𝑥2
)/(𝑆𝑦𝑦/(𝑚−1)

𝜎𝑦2
) 

   = (𝜎�𝑥
2

𝜎𝑥2
)/(𝜎�𝑦

2

𝜎𝑦2
)                                                                  (A3.2) 
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ここで，𝜎�𝑥，𝜎�𝑦2は第 6 講の(6.4)式の定義に基づく不偏分散である．これで，未知の母

数は（σx，σy）の 2 個に減った！ このとき， 

  F は自由度(𝒏− 𝟏)，(𝒎−𝟏)の F 分布に従う 

ことが知られている【⇒竹内(1963)】．そこで，自由度(𝑛 − 1)，(𝑚 − 1)の F 分布の下

位 2.5％点と上位 2.5％点の値を，それぞれ 

    𝐹𝑛−1,𝑚−1(0.025)，𝐹𝑛−1,𝑚−1(0.975) 

で表すと，𝐹 = (𝜎�𝑥
2

σ𝑥2)/(𝜎�𝑦
2

σ𝑦2)がこの間の値である確率は 95％なので 

   Pr {𝐹𝑛−1,𝑚−1(0.025)≤ (𝜎�𝑥
2

σ𝑥2)/(𝜎�𝑦
2

σ𝑦2)≤ 𝐹𝑛−1,𝑚−1(0.975)}＝0.95 

という関係が得られる．未知の母数は 2 つあるが，母標準偏差の比 𝜎𝑦
𝜎𝑥

 を未知の母数と

みると（未知の母数が実質 1 個になった！），第 6 講で母分散の信頼区間を求めたとき

と同じ手順により，Pr{ } の中は 

𝐹𝑛−1,𝑚−1(0.025) × (
𝜎�𝑦
𝜎�𝑥

)2 ≤ (
𝜎𝑦
𝜎𝑥

)2 ≤ 𝐹𝑛−1,𝑚−1(0.975) × (
𝜎�𝑦
𝜎�𝑥

)2 

となる．次にこの式の逆数をとると，(𝜎𝑥
𝜎𝑦

)2について解くことができ， 

       
1

𝐹𝑛−1,𝑚−1(0.975) (
𝜎�𝑥
𝜎�𝑦

)2 ≤ (
𝜎𝑥
𝜎𝑦

)2 ≤
1

𝐹𝑛−1,𝑚−1(0.025) (
𝜎�𝑥
𝜎�𝑦

)2                    (A3.3) 

となって，分散の比の信頼区間が求まる． 

 また，両群の分散が等しいかどうか検定を行いたいときは，帰無仮説は 

   H0：σx
2＝σy

2 

とすればよいので，(A3.2)式から未知の母数が消えて 

 𝐹 = 𝜎�𝑥
2/𝜎�𝑦

2 

となるので値を求めることができる．しかも，F は自由度(𝑛 − 1)，(𝑚 − 1)の F 分布に

従うことがわかっているので，F を検定統計量とすれば，（帰無仮説が正しいとき）F

が下位 2.5％点と上位 2.5％点の間にある確率は 0.95，つまり 
    Pr(𝐹𝑛−1,𝑚−1(0.025) ≤ 𝐹 ≤ 𝐹𝑛−1,𝑚−1(0.975))=0.95 

なので，下位 2.5％点と上位 2.5％点の外側を棄却域とすれば，2 群の分散が等しいとい

う帰無仮説の検定を行うことができる． 

 

  



6 
 

【補足 1】上記の演繹過程では，帰無仮説が両群の分散が等しい，つまり σx
2＝σy

2の場

合，統計量 F の式から未知の母数 σx，σyが消えて F の値が標本から計算できるように

なり，さらに F の分布はわかっていることを利用した． 

  

【補足 2】この検定は，外れ値（1 つだけ他の測定値よりかけ離れた測定値）があると，

うまく機能しないことがある．そのため，事前に外れ値の確認を行うことが望ましい

【⇒広津，2004】． 

 

 

 

図 A3.1 Ｆ分布の例 
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付録 4 単回帰（中級） 
 
 線形回帰モデルは，線形代数（行列とベクトル）を使うと単回帰と重回帰を統一的

に，かつ数学的に明快に扱うことができるが，以下では高校数学の範囲内というこの

本の方針を考えて，通常の数式による説明を行う．ただし，高校数学の範囲を超える

部分は概説にとどめた．さらに詳しい議論を学びたい読者は，広津（1992），永田・棟

近（2001），蓑谷（2004），竹内（1963）などを参照されたい． 
 

A4.1 回帰係数の点推定値 

 回帰係数 𝛼， 𝛽 の点推定値 𝛼�，�̂� を最小二乗法で求めてみよう．まず，回帰直線 
 𝑌 =  𝛼�  + �̂�𝑋 
が推定できたとしてみよう．このとき，残差 𝑒𝑘は 
 𝑒𝑘 = 𝑌𝑘 − (𝛼� + �̂�𝑋𝑘)  
なので，残差平方和 𝑆𝑒 は以下のように表せる． 

    𝑆𝑒 = �𝑒𝑘2
𝑛

𝑘=1
= ��𝑌𝑘 − �𝛼� + �̂� ∙ 𝑋𝑘��

2
𝑛

𝑘=1
                    (A4.1) 

ここで，(𝑋𝑘,𝑌𝑘) は測定値であり定数とみなせるので，未知数は 𝛼�， �̂� の 2 個である．

そこで，𝑆𝑒を 𝛼�， �̂� の関数と見ると，𝑆𝑒 は 𝛼�，�̂� の絶対値が大きくなると値が大きく

なるので下に凸である．したがって，残差平方和 𝑆𝑒が最小となる 𝛼�，�̂� では，それぞ

れの変数による微分（正確には偏微分と呼ぶ）がゼロである．よって，以下の方程式

を満たさなくてはいけない（𝑋𝑘，𝑌𝑘は定数であることに注意して，鉛筆をもって(A4.1)
式を微分してみよう）． 

𝛿
𝛿𝛼� 𝑆𝑒 = −2��𝑌𝑘 − (𝛼� + 𝛽� ∙ 𝑋𝑘)�

𝑛

𝑘=1

= 0                                            (A4.2) 

𝛿
𝛿 𝛽�

𝑆𝑒 = −2�𝑋𝑘�𝑌𝑘 − (𝛼� + 𝛽� ∙ 𝑋𝑘)�
𝑛

𝑘=1

= 0                                      (A4.3) 

さらに，未知数𝛼�，�̂�について整理すると以下の形になる． 
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               𝑛 ∙ 𝛼� + �� 𝑋𝑘

𝑛

𝑘=1
� �̂� = �𝑌𝑘

𝑛

𝑘=1
                    

                            (A4.4) 

   �� 𝑋𝑘

𝑛

𝑘=1
�𝛼� + ��𝑋𝑘2

𝑛

𝑘=1
� �̂� = �𝑋𝑘 ∙ 𝑌𝑘

𝑛

𝑘=1
 

この連立方程式を正規方程式と呼ぶ．求める 𝛼� ，�̂� については 1 次式なので，あとは

中学数学の連立一次方程式の問題である．(A4.4)の解を平方和 𝑆𝑥𝑥 ，𝑆𝑥𝑦 を使って表す

と以下のようになる． 

    �̂� =
𝑆𝑥𝑦
𝑆𝑥𝑥

，𝛼� = 𝑌� − �̂�𝑋�                           (A4.5) 

続いて，今求めた回帰係数の推定値 𝛼� ，�̂� を(A4.1)式に代入すれば，残差平方和 𝑆𝑒の
最小値 𝑆𝑒,minを求めることができる． 

   𝑆𝑒,min = ��𝑌𝑘 − �𝛼� + �̂� ∙ 𝑋𝑘��
2

𝑛

𝑘=1
 

     = ��𝑌𝑘 − �(𝑌� − 𝛽�𝑋�) + 𝛽� ∙ 𝑋𝑘��
2

𝑛

𝑘=1

= ��(𝑌𝑘 − 𝑌)� − 𝛽�(𝑋𝑘 − 𝑋�)�
2

𝑛

𝑘=1

 

     = �(𝑌𝑘 − 𝑌)� 2
𝑛

𝑘=1

− 2𝛽��(𝑌𝑘 − 𝑌)�
𝑛

𝑘=1

(𝑋𝑘 − 𝑋�) + 𝛽�2 �(𝑋𝑘 − 𝑋�)2

𝑛

𝑘=1

 

      = 𝑆𝑦𝑦 − 2�̂�𝑆𝑥𝑦 + �̂�2𝑆𝑥𝑥 = 𝑆𝑦𝑦 − 2 𝑆𝑥𝑦
𝑆𝑥𝑥

𝑆𝑥𝑦 + �𝑆𝑥𝑦
𝑆𝑥𝑥
�
2
𝑆𝑥𝑥 = 𝑆𝑦𝑦 −

𝑆𝑥𝑦2

𝑆𝑥𝑥
 

 

A4.2 誤差の分散の推定 

 回帰係数の推定値 (A4.5) 式を残差平方和 𝑆𝑒の式に代入すると，上のように残差平

方和の最小値 𝑆𝑒,minの式が得られる．誤差 𝜀𝑘の不偏分散 𝜎2は，𝑆𝑒,𝑚𝑚𝑛をその自由度で割

れば計算できる【⇒第 16 講 e 節】．残差の個数は n だが，回帰式の制約があるため，

自由に値をとれる残差の個数は(𝑛 − 2)個なので【⇒第 16 講 e 節 Note】，不偏分散は以

下のようになる（自由度は(𝑛 − 2)）． 

   𝜎�2 =
∑𝜀𝑘2

𝑛 − 2 =
𝑆𝑒,min

𝑛 − 2                                     (A4.6) 
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A4.3 回帰係数の区間推定 

 A4.1 節で，正規方程式を解くことにより，回帰係数 𝛽の点推定値 �̂�を求められるこ

とを示したが，回帰係数𝛽の信頼区間は，誤差が最小二乗法の適用条件を満たしている

とき，�̂�が正規分布をすることを使って求めることができるので，概要を示しておく． 
 誤差 𝜀𝑘が𝑋𝑘によらず同じ分散 𝜎2の正規分布をしている， 
 𝜀𝑘~𝑁(0,𝜎2) 
という仮定と，回帰モデルが線形である， 
 𝑌𝑘 = 𝛼 + 𝛽𝑋𝑘 + 𝜀𝑘 
という仮定から，回帰係数 𝛼，𝛽 の推定値 𝛼�,𝛽 �は正規分布をすることが示せる．また，

𝛼� , �̂�の分散と共分散は以下のようになる． 

     𝑉(𝛼�) = �
1
𝑛 +

𝑋�2

𝑆𝑥𝑥
�𝜎2,𝑉��̂�� =

𝜎2

𝑆𝑥𝑥
,𝐶𝐶𝐶�𝛼� , �̂�� = −

𝑋�
𝑆𝑥𝑥

𝜎2              (A4.7) 

ところで，�̂� の期待値は 𝛽 なので，以下の関係が成立することがわかる． 

 �̂�~𝑁(𝛽, 𝜎
2

𝑆𝑥𝑥
)                         (A4.8) 

このとき，分散の値が確定していれば，基本編（第 4 講）で説明した分散既知の場合

の推定や検定がそのまま適用できるが，残念ながら𝜎2という局外母数がある．だが，

この状況は第 4 講の「未知の母数が 2 個ある場合」とほぼ同じである．そこで，第 4
講と同様の手順で未知の母数 𝜎2をその推定量 𝜎�2 = 𝑆𝑒,𝑚𝑚𝑛/(𝑛 − 2) で置き換えた上，基

準化統計量をつくると，以下の関係が成立することを示すことができる． 

                  𝑡＝
𝛽� − 𝛽
𝜎� 

�𝑆𝑥𝑥

~自由度 (𝑛 − 2)の𝑡分布 

あとは，基本編で信頼区間を導いたときと全く同じ手順で，統計量 t の 95％信頼区間

を求め（以下の Pr{ } の中の不等式）， 
                 Pr {−𝑡𝑛−2(0.025) ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑛−2(0.025)} = 0.95 
Pr{ } の中の不等式を 𝛽 について解くことにより，𝛽 の 95％信頼区間が得られる． 

                   �̂� − 𝑡𝑛−2(0.025)
𝜎� 

�𝑆𝑥𝑥
≤ 𝛽 ≤ �̂� + 𝑡𝑛−2(0.025)

𝜎� 

�𝑆𝑥𝑥
      (𝐴4.9) 

なお，𝑡𝑛−2(0.025) は自由度(𝑛 − 2)の t 分布の上位 2.5％点である． 
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A4.4 回帰式の値の区間推定 

 任意の𝑋0に対する回帰直線上の点の Y 座標 𝜂0， 

 𝜂0 = 𝛼 +  𝛽𝑋0 
に対する区間推定は，𝜂0 の点推定値 
 𝑌�0  =  𝛼�  + �̂�𝑋0 
の期待値と分散を評価することで求めることができる．ここで， 
    𝑉�𝛼�  + �̂�𝑋0� = 𝑉(𝛼�) + 2𝑋0𝐶𝐶𝐶� 𝛼�, �̂�� + 𝑋02𝑉��̂�� 
なので，(A4.7)から 

   = �
1
𝑛 +

𝑋�2

𝑆𝑥𝑥
�𝜎2 − 2𝑋0

𝑋�
𝑆𝑥𝑥

𝜎2 + 𝑋02
𝜎2

𝑆𝑥𝑥
= �

1
𝑛 +

(𝑋0 − 𝑋�)2

𝑆𝑥𝑥
�𝜎2 

となる．したがって， 

     𝑌�0  =  𝛼�  + �̂�𝑋0 ~ 𝑁(𝛼 +  𝛽𝑋0,�
1
𝑛 +

(𝑋0 − 𝑋�)2

𝑆𝑥𝑥
�𝜎2) 

が成立する．そこで，A4.3 節の𝛽の区間推定の問題と全く同じ手順で，𝜎2をその推定

値𝜎�2 = 𝑆𝑒,𝑚𝑚𝑛/(𝑛 − 2)で置き換えた上，基準化統計量をつくり，それが自由度

 (𝑛 − 2)の𝑡分布をすることを利用して，以下のように信頼区間を得ることができる． 

�𝛼�  + �̂�𝑋0� − 𝑡𝑛−2(0.025)�
1
𝑛+

(𝑋0 − 𝑋�)2

𝑆𝑥𝑥
𝜎� ≤ 𝜂0

≤ �𝛼�  + �̂�𝑋0� + 𝑡𝑛−2(0.025)�
1
𝑛+

(𝑋0 − 𝑋�)2

𝑆𝑥𝑥
𝜎�         (𝐴4.10) 

信頼区間の下限，上限を見ると(𝑋0 − 𝑋�)2という項がある．そのため，信頼区間は X が 𝑋�

から離れるほど幅が広くなり，下限点，上限点を結ぶと双曲線になる． 
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A4.5 Yの予測区間 
 任意の𝑋0に対する回帰直線上の点でなく，任意の 𝑋0 に対する Y，つまり実際の観測

値がどんな値をとるかを考えてみよう．この場合 Y は，A4.4 節で求めた回帰直線上の

点 𝑌0にさらに誤差 𝜀 が加わって以下の形になる． 
     𝑌 = 𝜂0 + 𝜀 = 𝛼 + 𝛽𝑋0 + 𝜀 
𝑌 の点推定値は，回帰直線上の点 𝜂0 と同じく 
 𝑌�0  =  𝛼�  + �̂�𝑋0 
なので 𝑌�0 の期待値は 𝛼 +  𝛽𝑋0だが，分散は誤差 𝜀 がある分，大きくなり 

    �1 +
1
𝑛 +

(𝑋0 − 𝑋�)2

𝑆𝑥𝑥
�𝜎2 

となる．あとは A4.4 とまったく同じ手順で，以下の信頼区間を得ることができる． 

(𝛼�  + �̂�𝑋0)− 𝑡𝑛−2(0.025)�1 +
1
𝑛 +

(𝑋0 − 𝑋�)2

𝑆𝑥𝑥
𝜎� ≤ 𝑌

≤ (𝛼�  + �̂�𝑋0) + 𝑡𝑛−2(0.025)�1 +
1
𝑛 +

(𝑋0 − 𝑋�)2

𝑆𝑥𝑥
𝜎�        (𝐴4.11) 

回帰直線上の点の信頼区間に比べると少しだけ幅が広くなっている．これを予測区間

と呼んでいる． 

 

A4.6 てこ比 
 X の特定の値 𝑋𝑚に対する回帰直線上の点 �𝑋𝑚,𝑌�𝑚� の Y 座標 𝑌�𝑚  =  𝛼�  + �̂�𝑋𝑚 は(14.5)式と

(13.6)式を使って変形すると，𝑌1，𝑌2，𝑌3，…を使って以下のように表せる． 

 𝑌�𝑚  =  𝛼�  + �̂�𝑋𝑚 = 𝑌� + �̂�(𝑋𝑚 − 𝑋�) = 𝑌� + 𝑺𝒙𝒙
𝑆𝑥𝑥

(𝑋𝑚 − 𝑋�) 

  =
1
𝑛�𝑌𝑗

𝑛

𝑗=1

+
(𝑋𝑚 − 𝑋�)
𝑆𝑥𝑥

��𝑋𝑗 −  𝑋���𝑌𝑗 −  𝑌��
𝑛

𝑗=1

=
1
𝑛�𝑌𝑗

𝑛

𝑗=1

+
(𝑋𝑚 − 𝑋�)
𝑆𝑥𝑥

��𝑋𝑗 −  𝑋��𝑌𝑗

𝑛

𝑗=1

 

  = �(
1
𝑛 +

(𝑋𝑚 − 𝑋�)�𝑋𝑗 − 𝑋��
𝑆𝑥𝑥

)
𝑛

𝑗=1

𝑌𝑗 = �ℎ𝑚𝑗𝑌𝑗

𝑛

𝑗=1

 

つまり， 
 𝑌�𝑚 = ℎ𝑚1𝑌1 + ℎ𝑚2𝑌2 + ⋯+ ℎ𝑚𝑚𝑌𝑚 + ⋯+ ℎ𝑚𝑛𝑌𝑛， 

                  ℎ𝑚𝑗 =
1
𝑛 +

(𝑋𝑚 − 𝑋�)(𝑋𝑗 − 𝑋�)
𝑆𝑥𝑥

， 特に ℎ𝑚𝑚 =
1
𝑛 +

(𝑋𝑚 − 𝑋�)2

𝑆𝑥𝑥
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ここで，仮に i 番目の測定値のYの値が 1増えて 𝑌𝑚から (𝑌𝑚 + 1)になったとしよう．このとき，𝑌�𝑚
は ℎ𝑚𝑚だけ大きくなる．ℎ𝑚  のことをてこ比と呼ぶが，てこ比 ℎ𝑚𝑚が大きい 𝑌𝑚は推定に対する影響

が大きく，わずかな値の違いで回帰式が大きく変わる可能性があるため，注意が必要である．

ℎ𝑚𝑚は(𝑋𝑚 − 𝑋�)2にほぼ比例することからわかるように，外側の測定値ほど回帰直線の推定に及

ぼす影響が大きく，外れ値にはことのほか注意が必要なことがわかる． 
 

A4.7 𝑆𝑦𝑦 = 𝑆𝑅 + 𝑆𝑒の証明 

 はじめに 3 つの変動の定義を再掲する（加算の範囲は𝑘 = 1，…，𝑛；図 14.6）． 
 ① Y の変動（全変動）  𝑆𝑦𝑦 = ∑(𝑌𝑘 − 𝑌�)2 

 ② 回帰式の変動      𝑆𝑅 = ∑(𝑌�𝑘 − 𝑌�)2 

 ③ 回帰式からの変動   𝑆𝑒 = ∑𝑒𝑘2 = ∑(𝑌𝑘 − 𝑌�𝑘)2 = ∑(𝑌𝑘 − (𝛼� + �̂�𝑋𝑘))2 

𝑌𝑘は測定値なので 𝑌𝑘 = 𝛼� + �̂�𝑋𝑘 + 𝑒𝑘と表せる．また，𝑌�𝑘 は 𝑋𝑘における回帰式の y 座標

なので  𝑌�𝑘 = 𝛼� + �̂�𝑋𝑘である． 
 ところで，一般に以下の関係が成立していると，二乗を「二乗の和」に分解できる． 

𝑎2 = (𝑏 + 𝑐)2 = 𝑏2 + 2𝑏𝑐 + 𝑐2 = 𝑏2 + 𝑐2   (𝑏𝑐 = 0 のとき) 
つまり，𝑏𝑐 = 0 となるよう a を𝑎 = 𝑏 + 𝑐の形に分解できると計算がシンプルになる．

そこで， 𝑎 = 𝑌𝑘 − 𝑌�と考えて， 𝑏𝑐 = 0 となるよう 𝑏 = (𝑌𝑘 − 𝑌�)− 𝑒𝑘 = �𝛼� + �̂�𝑋𝑘 −

𝑌�� ，𝑐 = 𝑒𝑘として，𝑆𝑦𝑦  を展開してみる． 

𝑆𝑦𝑦 = �(𝑌𝑘 − 𝑌�)2 =�(𝑏 + 𝑐)2 = ���𝛼� + 𝛽�𝑋𝑘 − 𝑌�� + 𝑒𝑘�
2
 

= ��((𝛼� + �̂�𝑋𝑘)−𝑌�)2 + 2𝑒𝑘((𝛼� + �̂�𝑋𝑘)− 𝑌�) + 𝑒𝑘2� 

ところで，(A4.2)式から∑𝑒𝑘 = 0，(A4.3)式から∑𝑒𝑘𝑋𝑘 = 0なので，第２項は 

�𝑒𝑘((𝛼� + �̂�𝑋𝑘)− 𝑌�) = (𝛼� − 𝑌�)�𝑒𝑘 + �̂��𝑒𝑘𝑋𝑘 = (𝛼� − 𝑌�) ∙ 0 + �̂� ∙ 0 = 0 

である．よって， 

   𝑆𝑦𝑦 = ��(𝛼� + 𝛽�𝑋𝑘) − 𝑌��
2

+ �𝑒𝑘
2 

     = �(𝑌�𝑘 − 𝑌�)2 + �𝑒𝑘2 = 𝑆𝑅 + 𝑆𝑒            (A4.12) 

つまり，以下の関係が成立することがわかる． 
全変動＝（回帰式の変動）＋（回帰モデルからの変動） 
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A4.8 相関係数と寄与率の関係 

 A4.1 節で求めた𝑆𝑒 = 𝑆𝑦𝑦 −
𝑆𝑥𝑦2

𝑆𝑥𝑥
という関係（𝑆𝑒 = 𝑆𝑒,𝑚𝑚𝑛のとき）と，A4.7 節で証明

した平方和間の関係（𝑆𝑦𝑦 = 𝑆𝑅 + 𝑆𝑒）を使うと，寄与率は 
回帰式の変動

全変動
=
𝑆𝑅
𝑆𝑦𝑦

=
𝑆𝑦𝑦 − 𝑆𝑒
𝑆𝑦𝑦

= 1− 𝑆𝑒
𝑆𝑦𝑦

= 1−
1
𝑆𝑦𝑦

�𝑆𝑦𝑦 −
𝑆𝑥𝑦2

𝑆𝑥𝑥
� =

𝑆𝑥𝑦2

𝑆𝑥𝑥𝑆𝑦𝑦
 

となる．これは第 13 講の 𝑟2の式（(13.8)式）と等しい．したがって，以下の重要な関

係が成立することがわかる． 

𝒓𝟐 = 寄与率 =
回帰式の変動

全変動
=
𝑆𝑅
𝑆𝑦𝑦

              (A4.13) 

 

A4.9 帰無仮説「β=0」に対する検定と分散分析の関係 

 単回帰の場合は，回帰式の残差平方和𝑆𝑅の自由度は， 
 𝜙𝑅 = 𝑛𝑝 − 1 = 2− 1 = 1  
回帰残差 e の平方和の自由度は， 
 𝜙𝑒 = 𝑛 − 𝑛𝑝 = 𝑛 − 2  
なので，「回帰式に意味がない」という帰無仮説「𝜎𝑅2 = 𝜎2」に対する検定統計量 F は， 

    𝐹 =
𝑆𝑅/𝜙𝑅
𝑆𝑒/𝜙𝑒

=
𝑆𝑅

𝑆𝑒/(𝑛 − 2) 

となり，自由度1，(𝑛 − 2)の𝐹分布に従う． 
 一方，(14.8)式から， 

    𝑧 =
�̂� − 𝛽

�𝜎�2/𝑆𝑥𝑥
~𝑡𝑛−2 

なので，帰無仮説が「𝛽 = 0」のとき 

    𝑧2 =
�̂�2

𝜎�2
𝑆𝑥𝑥

=
(
𝑆𝑥𝑦
𝑆𝑥𝑥

)2

𝑆𝑒/(𝑛 − 2)
𝑆𝑥𝑥

=

𝑆𝑥𝑦2

𝑆𝑥𝑥
𝑆𝑒/(𝑛 − 2) =

𝑆𝑅
𝑆𝑒/(𝑛 − 2) = 𝐹 

が成立する．したがって，単回帰の場合，回帰による変動と誤差が等しいという帰無仮説

「𝜎𝑅2 = 𝜎2」に対する F 検定と，帰無仮説「𝛽 = 0」に対する t 分布を使った検定は等価に

なる． 
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付録 5 ROC 曲線下面積の意味の証明 
 

 ROC 曲線下面積の意味は簡単な積分の計算で証明することができる．発症群を[d]，

非発症群を[h] ，両群からランダムに選んだ値を x[d]，x[h]とすると，前者のほうが大き

い確率 c は以下のように表せる． 

     [ ] [ ]( ) ( )h dc P x z P x z dz
∞

−∞
= = ⋅ >∫  

両群の確率密度関数を fh，fd とすると，𝑇𝑝,𝐹𝑝 の定義から 

  ( ) ( )
z d pTp f x dx T z
∞

= =∫ ， ( ) ( )
z h pFp f x dx F z
∞

= =∫  

と表せる．高校で習った置換積分を使って（一番最後の変形で） 

  ( ) { } ( )( ) ( )d ph hz
f x dxc f z dz zf z dzT

∞ ∞

∞

∞

−∞ −
= ⋅ = ⋅∫∫ ∫  

   
1

0
( ( ))( ) ( ) ( ) pp p

p
hp

d
dz dzT z T z T

F
f z dF zz

dz
∞ ∞

−∞ −∞
= ⋅ = ⋅ =∫ ∫ ∫  

と変形できる．最後の式は Tpを Fp（ROC 曲線を描いたときの横軸の変数）で積分する

ことなので，ROC 曲線の下の面積にほかならない． 

 

 

【参考図書】 

Green DM and Swets JA (1989): Signal Detection Theory and Psycophysics. Peninsula 

Publishing. 

Pepe MS (2004): The Statistical Evaluation of Medical Tests for Classification and Pred

iction. Oxford University Press. 
  



15 
 

付表 χ2分布の％点 

 
 


